=
K
N3
2 O
Dl
5
S2
s
o
cy kLl
25
P
S

TORA

EDI







QUEM SOMOS?

A Erica é uma editora especializada em publicagoes técni-
cas voltadas para leitores 4vidos de informagdes atualizadas, com-
pletas, de facil compreensao, € material dirigido a estudantes, auto-
didatas e profissionais de mercado.

Nossas publicagdes sdo produzidas por conhecidos e atu-
antes profissionais de mercado, a nivel nacional e internacional, co-
brindo diversos segmentos, tais como: Eletronica, Computagao,
Linguagens, Negdcios, Finangas, Marketing, Inglés, Multimidia, Turis-
mo e outros, constituindo um caminho eeguro e certo para 0s qué
desejam ampliar e solidificar sua base de conhecimentos, assim como
para os iniciantes, 205 quais dedicamos grande parte de nossas obras.

POR QUE CADASTRAR-SE
JUNTO A ERICA?

Estamos em continuo aprimoramento, sempre com o objeti-
vo de melhor servir nossos leitores, cuja opiniao & muito importante
para que possarmos melhorar ainda mais nossos servigos, fornecen-
do sempre produtos modernos ¢ de qualidade.

Ao preencher e remeter a ficha de cadastro no final deste
livro, nossos leitores pa%ar%o a receber, de forma sistematica, nzo
somente informacdes sobre nossos Novos langamentos, como tam-
bém sobre assuntos variados de interesse geral, eocritos por alguns
de nossos DOO autoree.

PARTICIPE, ndo é necessario selar o cartdo de resposta,
basta pr@@h@hé—lo e d@poaita’—io em uma das inimeras caixas de cor-
reio em todas as cidades brasileiras.
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Objetivos

Desenvolver a capacidade de absorver e avaliar idéias.
Ensinar de um modo mais intuitivo e menos formal.
Aplicar o ensino matematico na resolucao de problemas praticos.

Utilizar linguagem simples e direta na abordagem de cada assunto.
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Em muitas areas como Astronomia, Fisica, Biologia, Quimica etc, os
profissionais lidam com nimeros extremamente grandes ou pequenos, tais
COMO:

distancia média da Terra ao Sol: 149 631 000 km

velocidade da luz no vacuo: 300 000 000 m/s

massa do elétron: 0, 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 911 kg
massa do préton: 0, 000 000 000 000 000 000 000 000 001 673 kg
carga elétrica elementar: 0, 000 000 000 000 000 001 602 C

A representacido decimal desses niimeros, por ser muito extensa,
dificulta a sua escrita e torna trabalhosa qualquer operacao feita com nimeros
dessa magnitude.

Para simplificar escrevemos esses numeros de modo sintetizado, sem
altera-los, usando a nocao de poténcia.

Poténcias e Raizes 1



Definigo

Dados um ntimero real a e um ntmero inteiro n, entao

a'=a.a...a, paran>1

;\/—‘_}
n fatores

onde a" é a poténcia de base a e expoente n.

Temos também:

a’=1
a = a
1
a =— coma=0
an
Exercicios
1. Calcule
a) 24 e) (-3)* ) o
b) 4% fy —34 j 3Y
o 1° q) (-2 k) ~(-1)%
d 3! h) -2° D (572
2. Calcule
2 3 7 0
) (3 o (-3) ) (0.257
1 4
b) (—g) e) (1,7 h) (0,6)*
-3\ 5\° , N
g ) » (3] (3]
3. Calcule:
, 3)7?
a) 27 d) (-3)07 e) ‘(E)
1
b) 57 e) h)




—

A -1
) = . L
o 2 f ( ) ) w33 )7

Dé o valor das seguintes expressoes:

a) (0,75)% - (0,5)

2 2 0
b) 2(1) +5~(——1—) +4.2"1+3‘(~2——7—)
3 2 11

) 5.2-3.224+2 (-2°-7  (-1)% + (-1)°

d 2(2%-27%2
210 _ 36
e) 25 +33
1073.10°
10.10*

1945 .2% — 1944 .23
23

q)

Sejam os nimeros inteiros A = 2°.3* 5% e B=10%.3%. Se 0 maximo divisor comum
de A e B & 360, calcule x + v.

am ) an — am+n
am

—a™™" com a#0
an

b b"
@) _(@")" =a™"
(@a.b=a".b"

Poténcias e Raizes 3



Exercicios

6. Calcule

-1 2 V
{22. (211-) } = (2227212 = (22,277 = (29 = 28-256

' ~ om-3-(m-2) _ o-1

1
f 2m—3 . m-2 - il
) 2 om- 2 2

3n+1 -~ 3n ~ 3[1'31 _3n ~ )3,:&/(31 _ 1) _

g) 3n N 3n - /3‘{

7. (2% e 2% sao iguais? Por qué?




10.

11.

12.

13.

Calcule
4 3
" -3
7 Q9 20 120 3
a) 37.3 e) (3 5
3
1
- (3
b) 3.2° ) 5
24 52
2\ )
5 0 (—) . (0,33...)
c) 2‘4 : 3“1 a) 3 5 +1

0 ()

Simplifique as seguintes expressoes:

a) 3m*1 ' d) 3 ) 2n+1 _ 2n-+2 + 4 2n
3 NG
n+2 n+l a+3 2a+ 1
b 2 - 2" o LT
on (343)a+
C) 5m»3 _ 5m+2 _ 5mkl

19 .5™
Sendo x = (2%)*, Y = 22" 07 = 2% , calcule x.y.z.
Sendo 2P = a e 49 = b, calcule 4™,
Sendo 2 + 27 = m, calcule 4* + 47"

Assinale V (Verdadeiro) ou F (Falso).

a) 10°+107=1,1.10"°

b) 2,32.10°+2,1.10%+ 0,4 .10°=6,53. 10°
Solucao:

a) 108+ 107 =10%+10%. 10" = 10% . (1+4107Y) = 10® . (1+0,1) =
=1,1.10% (V)

b) 2,32.10°+2,1.10°+0,4.10°=232.107.10°+2,1.10°+40.1072.10°
=23,2.10°+2,1.10*+40.10*=(23,2+ 2,1 +40).10°=65,3. 10* (P

Potencias e Raizes 5



14. Assinale V (Verdadeiro) ou F (Falso)
a) 0,0072=72.10"
b 10°+ 10" =1,01.107
¢ 107 -10°%=10"
d) 10°+10°+10%=1
e) 1,23.10°+ 0,347 . 10"~ 4,68 . 10* = 465,32 . 10°

Prefixo

Na pratica, utilizam—se poténcias de base 10 com denominacdes
especificas mostradas na seguinte tabela:

Prefixo Valor Simbolo
atto 10718 a
femto 1071 f
pico 10712 T p
nano 1077 n
micro 10°° u
mili 107 m
centi 107 C
deci 107! d
deca 10 da
hecto 102 h
quilo 10° k
mega 10° M
giga 10° G
tera 10 T
peta ~10P P
exa 108 E




Observe o célculo das seguintes raizes:

V25 =5, pois 550 e 52 = 25
Y16 =2, pois 2>0 e 2% = 16
Y-8 = -2, pois (-2)° = -8

0 =0, pois 07 = 0

e 2 232
243 3 3) 243

Nas raizes de indice par, o resultado é um namero positivo, por

exemplo: /25 =5 enao /25 = +5, pois o resultado negativo conduziria~
ao seguinte erro:

J25 = 5, pois 5% = 25

J25 = -5, pois (-5)° = 25

Entao 5 = -5, o que & um absurdo.

Definigao

Sendo n (n 2 2) um nimero inteiro, chama-se raiz enésima de um
niimero a o niumero b tal que b" = a.

AN

Ya =b
f radical, n indice do radical,

a radicando e b raiz enésima de a.

Poténcias e Raizes 7



Para n par e negativo nao existe a raiz enésima de um nimero real, por

exemplo, nao existe v-9 | pois nenhum ntmero real elevado ao quadrado

tem resultado igual a —9. Assim nao existe §-1, §/-256 etc.

Temos as seguintes propriedades dos radicais:

o r\‘/g”‘:}a{,paranpar

® Ya" = a, para n impar




Comparando as igualdades:

5/a10 _ a2’ pOis (82)5 _ a]O

10

ab =a?

, entao

10
5/a10 _ 25

De modo geral:

VaP =a% coma €lR,peZeq eIN*

Também tém significado no campo real, poténcias como: 592, 31.6,

(v/2)0333- ov2 4o

ki Y

Os valores aproximados dessas poténcias sdo determinados através de
estudo das funcdes exponenciais e logaritmicas.

Também sao validas as propriedades vistas anteriormente para as
poténcias de expoente real.

Poténcias e Raizes 9



O sinal de raiz quadrada O sinal de raiz cabica

Esse sinal vem do latim radix O simbolo acima, constituido por trés
(significando raiz) e foi usado pela  sinais modernos de radical agrupados,
primeira vez por Leonardo de Pisa  foiinventadoem 1525, pelo matematico

em 1220. O'sinal v de hoje, que pode  aleméo Christoff Rudolf. O sinal %[

ser uma distorcao da letra R, originou-
se na Alemanha no século XVI. hoje usado teve origem no século XVII,

na Franca.

Extraido do livro: "As Matematicas" de David Bergamini e os Redatores da Life - Livraria José
Olimpio Editora - Rio de Janeiro

Exercicios:
15. Determine:

| . | 1
a) J36 d -¥1024 a) 5,/%

[ —64
3 3
b) 327 e) 1/256 h) 125

16
o g N \oe ) 40,0001

16. Simplifique:

a) J3 d J3 .27 9 720 ) 34343
b) Y625 e) 8/oa h) 432400 kl y10? - &2
9 ¢6a H 42y ) V256 D V50 + V98 - 392

m)L" Z‘EJ n) \/13+ J7 v 2+ A

10




17.

18.

19.

20.

Escreva na forma de um tnico radical as expressoes:

a) J3 . 32 ¢5
b 5 .1%5 .45 . 3

Resolva em IR as equacdes:
a) x*-512=0

b) x*+81=0

Racionalize os denominadores:

2
a) ﬁ c)
1
b) 5 d)
Calcule:
2 o3 )
b g5 f
2
c) 273 g
4\ -+
S
ORI

c) xX* -2 J2x=0

d x*-3 J2x*+4-=0

° -2

-V2

PN RN

62 . 25 (J2)°
1 1
33 32
ﬁl
32 .32

811‘25 ‘ 2430.4

34

Potencias e Raizes
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Equacdes onde a incognita aparece nos expoentes das poténcias
chamam-—se equacdes exponenciais. Sao exemplos de equacdes exponenciais:

2X+2 - 16
31+ 3% = 84
»-2.3-3=0

Para resolvermos uma equacao exponencial, além de aplicarmos as
propriedades das poténcias, basear-nos-emos na seguinte propriedade: duas
poténcias de mesma base a, com a>0 e a # 1, sdo iguais se e somente se

possuem expoentes iguais.

Simbolicamente, temos:

a'=a’ @ x=y

coml#a>0

Agruparemos as equagdes exponenciais em trés tipos para facilitar sua
resolucao.

Funcao Exponencial 13



1° tipo: Equacdes com bases iguais

Exemplo 1

Resolver a equacao 2**2 = 16.

Devemos decompor em poténcias de bases iguais:

2x+2 _ 24

Eliminamos as bases e igualamos os expoentes:

X+ 2=4 5 x=2 =S=1{2)

Exemplo 2

Resolver a equacao 3% *+6 — 30,

Decompondo em poténcias de bases iguais, temos:

3xL5x+6 — 30

Eliminando as bases e igualando os expoentes, temos:

X2 = Bx+6=0 = x=2oux=3 = S =1{2.3]

Exercicios

21. Resolva as equacdes:

a) 3'=81

b) 3% =1

c) 41 =232

Il

O |

X-3
d) ©

48

= 16
f) 32x:\/ﬁ
g 7% = 37
h) 9! = 27"

) 3.2% =48
(1)
i) (g = 243
(5 (7
e = | = ;o
& k7J L5J ‘&,/)3
4 o 625@
Y (*2‘5) (Té")

14



22. Resolva as equacoes:

x2—3x 1
a) 3 5 ) 2.3 =36
7
b) g > _1 a 6" =82
Q) 2x2+16 _ (32%)? L h) 2% =256
d) 2x+1 ) 4x—2 — 82x—l ) 1) 22)( ~ 256
35)(—7
e) X+ 2 - %
9
23. Resolva as equacoes:
X X ]‘
a) 3 32 = d) 72x~3 _ 82x—3
27 .
x-2
b) LDH _ e I
5 + —
3* -1
2%
‘. 3 [T 2 —
/C) 4 1 = —9———»— f) 2)( -X — 4)(

22 tipo: Equacoes com fator comum

Exemplo 1:

Resolver a equacao 3! + 3%% = 84

Colocando as poténcias em produtos de mesma base:

3*. 371+ 3%.3%= 84 \

Funcao Exponencial
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Colocando 3* em evidéncia, temos:
. N 1
P (31+39=84 =3 (é— + 9] =84 —

. 28 84.3

3% 22284 — 3% =272 3% -9 3% =372
3 28

>x=2 = S={2}

Exemplo 2

Resolver a equacio 2°*! + 2% — 2571 = 5 transformando as poténcias

em produtos de mesma base:

ox ol yox_ox o-l_g

Colocando 2* em evidéncia, temos:
X 1 -1 x 1
2. (2°+1-2) =5 = 2.(2+1~§j:5 —

5.2

° _ 5 . 2X:_~§_,—_> 2X _ 92— x=1 = S={1

- 2%,

Exercicios

24. Resolva as equacdes exponenciais:
a) 3+31=4
b) 21— 2% = 56
) 33434 34 30 =199

156

d) 5x~2 + 5x~1 + 5x + 5x+1 e
25

16



e) (g\x+ (E\xvl ) (g\xwl ) ﬁ
5 "5 3) T s
f) 2904 207 20 2ty 20 2 31
25. Resolva a equacao:
2x+1 + 2x+2 + 2x+3 + 2x+4 - 5 (3x+1 + 3><)
Solucéo
¢ 2h 4 20 22420 204 20 2 =53 .3 4+ 3
224224+ 2° 4+ 29=5[3*(3" + 1)
2% .30 =3%.20

26. Resolva as equacdes:

¢ b) 2.3 + 3X—1 — 3X+1 = ___9“ (2>~ _ 2x~1 + 2)(1-1)
10

32 tipo: Equacao com variavel auxiliar

Exemplo 1
Resolva a equacao 9% - 2.3*-3 = 0.

Fazendo 3* = vy, devemos ter y>0. Entao 9% = (3%)* = (3%)?
Substituindo 3* por y e 9% por y* na equacao original, temos:

Funcao Exponencial
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2 Y=
Y *2y*3:0<
y2:

Assim 3* =y
F=3= x=1
S ={1}

Exemplo 2

18

Resolva a equacao 2* +

Fazendo 2* = vy, temos:

-5 v.(y=-1)+3 =
y -1 y-1

y+ —

= y2—y+3 =o5.(y-1)= y2 —6y+8:0<

Paray=2temos 2°=2 = x=1
Paray =4 temos 2" =4 = x = 2

S=1{1,2}

Exercicios

27. Resolva as seguintes equacdes:
a) 4-12.2°+32=0
b) 3% -12.3"=-27
0 557 _ 24
d) 2% 2970 4 2% = 23424

—1(n&o convém)
3

y1=2

y2=4




- 7 1
n 2" - + 25 o
2x—1 2x~—2
// N 2
( &hx 3.2 - 160

b)

1 X
X == 4 3 1 7
9 2 =-1 C) X B X -
g1-x 3“1 3'-5 8
om fomm g
— = d) 4%+ 6" =29
2" 42” ™ 9

29) Resolva os seguintes sistemas:

« 1
2% 13Y - 11 25" .1257 = —
b 25
Ve s os ' or o7 - 5
Solucdes
2" + 37 =11
U PSR
Somando as duas equacdes, temos:
2+ 28 =11+5
2.2=1622=8= 2*=2"=x=3
Substituindo x = 3 na primeira equacao vem:
22+ ¥=112¥=3=y=1
logo: S = {(3,1)}
25%.125Y = 1
b) 25
9% 27 =3

Funcao Exponencial
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Preparando as bases, temos:

52X.53y . 5—-2 52X»0-3y — 5—2
g 3w o3

2x + 3y =-2 5 W
= 5 = xX=-—cy=1 sy
T-2x + 6y = 1 2
(5
logo: S = {(*E 1)}

30. Resolva os sistemas

5 +7Y =8 92x-1 _ g1v
a) 7y 3 5)( -6 d) 3x+1 = 27V
3x+1:1 .
X 2% .3 =108
(1)
b _ v = X
) 5 +2° =25 o 14 9¥ _108
1
9% 277 = =
c) 3
4* 64’ =4

Exemplo Introdutario

Certo tipo de vegetacéo dobra sua area mensalmente. Estando com

uma area inicial de 1m?, vamos determinar a expressao analitica que exprime

a areay (dada em m

%) em funcao do tempo x (dado em meses).

area inicial: 1m?

area apds 1 més: 2m?




area apo6s 2 meses:
area apos 3 meses:

area apds 4 meses:

area apos X meses:

2% m?

entdo a expressao procurada éy = 2%,

Funcoes desse tipo sao chamadas exponenciais.

Definigao

Chama-se funcdo exponencial de base a, a funcéao f(x) = a*, onde
a & um numero real positivo e diferente de um (1 # a > 0) definida para todo

x real.

Sao exemplos de fungdes exponenciais:

o y=2° — funcdo exponencial de base 2.

1 X
o y= (wj — funcao exponencial de base -

2

1
2

o vy =(23)* - funcio exponencial de base 2, 3

e y=(J3)* > funcéo exponencial de base /3

X

eV

e — funcao exponencial de base e

Observacoes sobre a restricao de base

19)" A condicio a > 0 garante a existéncia de a* no campo real. -

Se a < 0, temos por exemplo:

Funcao Exponencial
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1

(-9)? = V-9 que n3o existe em IR .

o]

°) A condicdo a # 0 e a # 1 garante a igualdade de poténcias de
mesma base ndo provenientes de expoentes diferentes.

Sea=0oua= 1, temos por exemplo:
0% = 0° e no entanto 3 # 6

1* = 17 e no entanto 4 # '/

O grafico da funcdo exponencial apresenta-se de duas formas:

1*)  Quando a base & maior que um (a > 1)

Exemplo: grafico da funcao y = 2*,

Atribuindo valores a x, obtemos os valores de y = 2% e temos a seguinte
representacao grafica: |

[ Y U e

L]

w

U

N

1

-

(=]

- ----

[ Y AU
*V

22



Observe que:

O dominio & IR e o conjunto imagem IR:‘

A funcao y = 2" é& crescente em IR, pois aumentando x, os
correspondentes valores de y aumentam.

a

2%)  Quando a base & menor que um e maior que zero (0 < a < 1).

X
Exemplo: grafico da funcao V= {Ej .

X
Atribuindo valores a x, obtemos os valores de V = (5] e temos a

seguinte representacao gréafica:

X y = (1/2)

v

Observe que:

e O dominio & IR e o conjunto imagem IRl

1

X
e A funcédoy = (gj é decrescente em IR pois aumentando x, os

correspondentes valores de y diminuem:.

Funcao Exponencial 23



Grafico da funcao vy = a*

O grafico da funcao exponencial y = a* tem os seguintes aspectos:

a > 1 : funcao crescente 0 <a <1 : funcao decrescente

o 4

ah < gt & X <X, ahir> ah e X, < X,

Note que em ambos os casos, a curva intercepta o eixo y no ponto (0, 1)

Exercicios:
31. C(lassifique as funcdes em crescentes ou decrescentes:
(1Y . T
= 3¥ d y== 1o
a) v ) v LgJ a v Lg}
(7Y (2 (2)7
b) y =t ) y=| 2 h y=|=
’ L4J ) L3J LBJ
Ay = (/5) ) y=4> ) oy=27%

32. Paravalores de k a funcao f(x) = (2k - 6)* é:

a) crescente b) decrescente




33.

34.

35.

36.

Classifique as afirmacdes em V (Verdadeiro) ou F (Falso):

5 4 of (3 (3"
R o1y w
1
by 3% <3h° (l} <3
3
3 1
(M =
¢) 5 7 ) g 5% <1
2 2
3
3 (42 2
d) 7‘F>7J5 h) kw)2< il
9 3 <
,’ﬂ}\}Q/
Esboce o grafico das seguintes fungdes: ™ -
9
a) y:3x C) y = 2x+1 Q) y = 2|x| 9) y:ex
(3Y" (1)

a) fx)=2%aglx)=2"-1hix)=2"+1

(1 (1) (1Y
b) f(x):G) ! g(x)”b} -2, hix) 15

O crescimento de uma determinada populacao apés t anos a partir de um instante
t = 0 é dado por:

P(t) = P(0) . 302

onde P(t) indica a populacdo no instante t. Apos quanto tempo a populacao
triplicara? -

Solucao:

P(0) é a populacéo inicial, isto &, quando t = 0.
Do enunciado: P(t) = 3P(0).

Substituindo na expressao dada, vem:

3P(0) = P(0) . 3"% = 3V 235 (0,25t = 1 = t = 4 anos
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37.

38.

39.

40.

Um automovel vale atualmente R$ 10.000,00 e desvaloriza 10% ao ano. A
expressao v(t) que da o valor do automével apos t anos é dada por:

( 10
V(t) = 10.000 . Ll " o) vV =10000. (0,9
100

Pede-se:
a) Qual o valor do automével para t = 4 anos?
b) Apods quanto tempo o automovel valera R$ 8.100,007?

c) Apos 3 anos quanto o carro desvalorizou?

Um empregado esta executando a sua tarefa com mais eficiéncia a cada dia.
Suponha que N = 640 (1-27%*) seja o niimero de unidades fabricadas por dia por

esse empregado, apds t dias do inicio do processo de fabricacao. Se, para t = t
e N = 635, determine t,.

Aleide decomposic;éo do radium no tempo t > 0 é dada por M(t) = C.e™, onde
M(t) é a quantidade de radium no tempo t; C, k sdo constantes positivas. Se a
metade da quantidade primitiva M(0) desaparece em 1600 anos, qual a quantidade
perdida em 100 anos?

No crescimento exponencial {(t) = c.e, verifique que o valor da funcao no ponto
médio de um intervalo qualquer & média geométrica dos valores nos extremos
desse intervalo.

Solucéo.

t, + t
Seja t,, © ponto médio do intervalo de extremos t t, Entdo ty = L 2

AN

A média geomeétrica entre

Temos: f(t1) —c Mg f(tz) —c oMt dois nimeros nao negativos
aebe vab

Devemos verificar que f(t,,) = /f(t,) . f(t,)

Entao:

k k Kty + Kt klty +t)
f(t)) f(ty) = \/ce e ? = \/CQ.etl 12 = cyfe 12

1
kst kit +to)y5 s
f(ty) = c.e 2 =c.le1M22 o ¢ Sz f(ty) = Jf(t) - f(ty)
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41. A populacdo mundial em 1950 era de 2,6 bilhdes e em 1975 era de 4 bilhoes.
Admitindo o crescimento exponencial, estime a populacéo no ano 2000, usando
a conclusao do exercicio anterior.

e

iais

Inequacdes onde a incognita aparece nos expoentes das poténcias
chamam-se inequagdes exponenciais. Sado exemplos de inequacdes
exponenciais:

1

o 2X-+~1 S

Para resolvermos uma inequacao exponencial, convém lembrarmos
que:

1%)  Se a funcaoy = a” é crescente, entao

X
a>1 a'lca? o xy < xy

[¢]

2°)  Seafuncdoy = a* é decrescente, entao

X X
O<a<1 alsa? o x;<Xg

Exercicios

42. Resolver as inequacdes:

1 x—2
a) 2*”>-é b) (_) < 27
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Solucao

1
a 2x+1 > -
) 8
Decompondo em poténcias de bases iguais:
2x+1 > 2—~3
Como a base é maior que 1, temos:

XxX+1>-3=>x>-4

S={xelR | x>-4}

PN

Base > 1, conserva o sentido
da desigualdade para os
expoentes.

0 (5 < ()

Decompondo em poténcias de bases iguais:

B« @)

Como a base esta entre O e 1, temos:
X=222x=>x<-2

S={xelR | x<-2}

N

0 < base < 1, inverte o
sentido dadesigualdade para
0S expoentes.

28



Exercicios

43.

44.

Resolva as inequagdes:

a) 3 < —6%1— ) (5\/‘1‘1)x2.m<1
b) 2?5 oi6 2 4X<%
W ek
&) (08)4° s (0,8 ) 81<3"'<243

x2~4
1 v
i < 8
°) (2]

Resolva a equacao: 271 - 9.2 < ~16
Solucdo

Podemos escrever a equacao da seguinte forma:
2%2-9.2°2+16.<0

Fazendo 2* =y, temos:

2y - 18y + 16 < 0

Resolvendo a inequacao temos:

1<y<8=1<2°<8=2'<2<2°50<x<3

S={xelRI10<x<3}

Funcao Exponencial
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e

44, )R/esolva as inequacoes:

e
~

RNy a) 371 -10.3+3<0

b) 272 _52%2 L 16> 0
c) 34 32518
d 2*-2<8. 2

e) 2%42_075 .22 <1

g

N

4 /“\/7 - /1
/L -

30



3.1 - Introdugio
113.2 - Sistemas de Logaritmos
{133 - Propriedades Operatérias dos Logaritmos
13,4 - Mudanga de Base

3.5 - Fungdo Logaritmica | ‘ Fungaﬂ
6. Inequagdes Logaritmicas Logarﬁ'mica

- Logaritmos Decimais

Consideremos a seguinte equacao: 2* = 7

Torna—se impossivel nesta igualdade, obter poténcias de mesma base,
mas sabemos que existe um valor real de x que satisfaz esta equacao, como
mostra o seguinte gréafico:

o

Verificamos entao que x estda compreendido entre 2 e 3. Para
determina-lo com uma certa aproximacao, utilizamos a teoria dos logaritmos.
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Com o desenvolvimento da Navegacdo e da Astronomia, muitos
matematicos ocuparam-se em estudar um processo para simplificar calculos
longos e trabalhosos acarretados por esta evolucao.

Os logaritmos foram inventados por um rico proprietario rural escocés,
John Napier (1550-1617). O nome "logaritmo”, & a juncao de duas palavras
gregas “logos” e “arithmos” que significam respectivamente “razao” e
‘nimero”. Em 1614, Napier publica o livro Mirifici logarithmorum canonis
descriptio (uma descricao damaravilhosa regra dos logaritmos). O matematico
ingles Henry Briggs (1561-1631) ao tomar conhecimento dos trabalhos de
Napier, foi em sua casa na Escocia para discutir possiveis modificacdes no
método dos logaritmos, propondo o uso de poténcias de base 10, ja cogitada
por Napier. Apés a morte de Napier, Briggs ficou com a tarefa de construir
a primeira tabela de logaritmos decimais, publicando—a em 1619,

Foram desenvolvidas ao mesmo tempo idéias muito semelhantes & de
Napier, na Suica por Jobst Biirg (1552-1632).

A invengao dos logaritmos teve um tremendo impacto na estrutura da
Matematica e naépoca, solucionou os problemas da Navegacao e Astronomia. -

Com o advento das calculadoras eletronicas, as tabuas de logaritmos
cairam em desuso, mas oslogaritmos continuam sendo muito importantes em
diversas areas do conhecimento humano.

Definigao
Dados dois numeros reais positivos a e b com a # 1, chama-se
logaritmo de b na base a, o expoente x que satisfaz a igualdade a* = b,

Indicamos: x=log b
.

Entdo, para l2a>0e b> 0, temos

loga b=x < a*=b

Exemplos

log, 8=3 pois 23 -8

32



1) °
log, 16= ~ 2, pois (—) =16
4

1097 7=1 pois 7t =7

log,, 1=0, pois 109=1

1
1 -
log, V2 = 3 pois 23 =3/2
Nomenclatura

logaritmando

7

loga b=X — Jogaritmo

i

base

O nmero real b também é chamado de antilogaritmo de x na base a.

b = antilog, x

Observacoes

Para que exista log, b, devemos ter as seguintes condicoes:

b>0elz#xa>0

para garantir a existéncia e a unicidade do expoente x na igualdade
X
a” =b.

Assim, nao existe, em IR:

log2—8,log3 0, log1 3, logo 7, log_1 5, etc

3
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Consegqiiéncias

Da definicao de logaritmos sao imediatas as seguintes conseqiiéncias
paral#a>0,b>0,c>0cmelR:

1
o = o 10 a=-—
19) Eoga 1=0 4°) gam m
o lo a=1 ° log,b
2°) g 5% a =b
39) 109 a™=m 69) IOQ b”—‘lOQ c=b=c
& a a
Exercicios:
47. Escreva as igualdades a seguir usando logaritmos:
216 (3.2
a) 2°= ° \3) " 16
by 3°=9 ) (0,1 = 0,001
D) 1 .
T 9 (J2) =22
12
d) (gj =9 h) (0,33)°=1
48. Para que valor de x, tem-se
a) log l=x d) log (x+1)= -1
2 8 3
b) log x=3 e) log (x*-3x-9)=0
371 J5
o) log 25-= 2 D log. =2 _log 6
X X 7
Solucao
“log 4o oLy vl g =-3
a) X_092§:> *'é"‘—? = = X=-

34



49.

50.

51.

b) log27x:
c) logx25=2:$x2:25 = X = b
comol#x>0,entaox =5

d) logg(x+1)=—1 = 31=x+1 = x=%——1:>x=—§

) log _(x*-3x-9)=0=(/5°=x"-3x-9 = 1=x*-3x-9 =
¢ s

X, = -2
x2—3x—10<
Xy =9
f) log 1_2)(: log. 6 = 1-2x = 6> 1-2x=6x = 8x:1zx:—1—
70X 7 X 8

a) log1 3=x ' d) log (2x-5)= 2
4 N
'2_7 ,
b) log, (2x)= -1 e) logﬁ(~x2+3x+5): 0
x -1 3x = 3
c) logx 16= 2 f) logs~——3-~:log5 -

As indicagdes R e R,, na escala Richter, de dois terremotos estao relacionadas

pela formula
M
R, -R, =1 (—1)
SV

onde M, e M, medem a energia liberada pelos terremotos sob a forma de ondas
que se propagam pela crosta terrestre.

Houve dois terremotos: um correspondente a R, = 8 e outro correspondente a
R, = 6. Determine a razao entre M, e M,,.
Determine os valores de x para que existam os logaritmos:

a) log(2x+8) b) log(zx--z) 5 c) log (erl)(xz - X -6)
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Solucao

a)

log (2x + &)

Sendo abase 10e 1 # 10 > 0, devemos determinar a condicao de existéncia do
logaritmo, isto é:

2x +8 >0 = x > - 4, portanto: /\

S={xelR!l x> -4} Existe log b
se:b>0elzxa>0

log 5
(3x - 2)

Sendo o logaritmando 5 e 5>0, devemos determinar a condicao de existéncia da
base, isto é:

3x—2>():>x>»§~
3x-2#1 = x = 1

Fazendo a interseccao dessas duas condicdes, temos:
2
S= erR!x>§ex¢1

log (x? = x - 6)

(x-1)

Condicao de existéncia do logaritmando:

A

Condicao de existéncia da base:

{x—1>0:>x>1®

x-121=x22 @

X*-x-6>0

Fazendo a interseccao de (1) e (2) vem:
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logo: S ={xelR | x> 3}

52. Determine os valores de x para que existam os seguintes logaritmos:

a) log%(x + 2) d) Jog(!xl-2)
-1
b) | /5 %
) o3 (2x-6) \/— e) lOg()u- 3)( 2+ X\j
2 X _
c) log(zmx) (-x“ +3x+4) f) log o 9)(4 1)

53. Qual a condi¢ao para que log_ [a(x? - 1)] seja um numero real?

O conjunto de todos os logaritmos dos numeros reais positivos na base
a (0 < a # 1) chama-se sistema de logaritmo de base a. ‘

O conjunto a seguir, representa o sistema de logaritmos de base 2.
{..., logz 0,3;...;109)2 7;...;log2 25;...}
Sao importantes os seguintes sistemas de logaritmos:

1°) Sistema de logaritmos decimais
E o sistema de logaritmos cuja base & 10.

Henry Briggs mostrou a vantagem de se utilizar os logaritmos na base

10.
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Para x > 0, indica—se 10910 X também por log x.
Entao
loglo X = log x

2°) Sistema de logaritmos neperianos

E o sistema de logaritmos de base e, onde e é o nimero irracional

2,71828...

O nome neperiano ¢ atribuido ao matematico John Neper.

Para x > 0, indica—se log x também por Inx.
e

log x=Inx
e

Os logaritmos neperianos, também chamados de naturais, sao
bastante utilizados na &area técnica e na Analise Matematica.

Nas calculadoras cientificas, aparecem duas teclas para calculo de
logaritmos: logx e Inx.

Exercicios

54. Resolva a equacao

eln(x +1) - 5
Solucao:

| (x»o»l) ‘
eoge =5 =»x+1=5=x=4

portanto S = { 4}

55. Resolva as equacdes

a) eln(5x ~1) -9 C) 1+2Inx = de

LC S d)
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56. A populacéo de uma cidade é dada por P = P(].e"’, onde P, & o nimero de
habitantes no instante t = 0 e k € IR. Sendo a populacéo no instante t=30 o dobro
da inicial, obtenha k. Dado 2 = 0,693.

As propriedades operatérias seguintes facilitam os calculos numeéricos
empregando logaritmo.

Admitindo vélidas as condicdes de existéncia (1 # base > 0 e
logaritmando > 0), temos as seguintes propriedades:

1*) Logaritmo do Produto

O logaritmo do produto ¢ igual a soma dos logaritmos dos fatores deste
produto.

log (bc) = logab - logac

De fato:

Fazendo
log b=x - aX=b @

og c=y = a’=c¢c (2
a

Devemos provar entao que loga bc=x+y .

Multiplicando@ e @, temos:

+
a“.a’=bc = a*" =bc

Aplicando a definicao de logaritmo, vem:

loga(bc) = X+Vy
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Exemplos:

10g3(9.27) :Iog3 9+ log3 27 = 2+3=5
log2(32.8.64): log3 32+ 1092 8+ log2 64 = 5+3+6=14

log5 2+logr 2+logr 7=log5(237) =log_ 42

PN

Nao faca o seguinte erro:

log(7+2) = log7 + log2
pois:

log (7+2) = log9, e

log7 + log2 = log(7.2) = log14

2%) Logaritmo do Quociente

O logaritmo do quociente ¢ igual a diferenca entre o logaritmo do

dividendo e o logaritmo do divisor

De fato
b :
log | —|= log b-log c
a\ ¢ a ' a
J— X —
Fazendo loga b=x = a’“=b @
log, c=yv = a’=c ®
b
Devemos provar entao que log —= x-y
a C

Dividindo @ por @
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Aplicando a definicao de logaritmos vem:

g
log, | —|=x-vy
c

Exemplos:

2
log5(§]:10g52—log53
log 7-1 4 =] /

g, 7-log, 4 =log, -

lng&l):j: log2 l—log2 3= —log2 3

log [4—7—9—) = log(4.9)-log7 =log4 +log9 —log7
Conseqiiéncia

log (%):log l-log b=-log b ontao:
a a a a )

log, {%} = —log,b

Cologaritmo

Chama-se cologaritmo de um niimero real positivo numa certa base a
(1 # a > 0),0 oposto do logaritmo desse nliimero nesta mesma base.

colog x= -log X
a a
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Exemplo

~log 2= colog 2
3 3

3%) Logaritmo da Poténcia
1¢ caso — Poténcia no logaritmando.

O logaritmando da poténcia é igual ao produto do expoente pelo
logaritmo da base da poténcia

log, b” = .log, b, com a IR

log b“= alog b, coma e IR
a a

De fato:

Fazendo

o X pu
loga b =x = a =b (D
e

log b=y = a’ =b 2

Devemos provar entdao que x = o . y

Substituindo @ em @ temos:

Exemplos
5 _ _
log3 37 = 5.log3 3=5
1

log5 J2 = log _ 22 _ % logr 2

log2 128:log2 27 = 7log2 2=17
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2° caso - Poténcia na base|

O logaritmo cuja base & uma poténcia é igual ao produto do inverso do
expoente da base pelo logaritmo dessa base.

log s b= é— log, b, comfp elR”

De fato:

Fazendo

log Bb:x = @ =af=b @
a

log b=y = a’=b @

1
Devemos provar entdo que x= —. y. Como @ = @ , temos:

a*=a% > B.x=y = x:l.y
Exemplos:
e log 2:llog 2:—1—
03 3 2 3

l 5_10' 5——1—10 5=2log_5

d 09\6—9% —1193— 93
U2

] 5=1 5=-1 5—1

o log . wog54 = —log, I
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Exercicios

57. Decomponha os logaritmos a seguir, utilizando as propriedades

a) log (83) ~f) log_ 5%
5 ) 7
b) log (5.7.9) g log 2
2 (88
I log h) log 243
a- 5
d) logl,33 i) log 72
4
4n . 81
e) log — ) log ——
%5 0% T02a

58. Selog2 = 0,30 e log3 = 0,47 calcule

a) logb e) log2b
b) logh f) 1oglooﬁ
log15 | 12
c) log g) log /s
d) log72 h) log 31,5
10

59. Sendolog 2=ae IOQm 3=1b, determine log g%_ logm 60 em funcao de

aeb.

60. Sendo a, b e ¢ numeros reais positivos, escreva na base 2 o desenvolvimento
logaritmico da expressao:




61.

62.

63.

Solucéo

Temos:

3 2 ]
logzx = log2 Ya b = ]ogQ(%.bz)— logzx/g =

Jo

1
3 5 1 1
= log2 ad + log2 b? - log, c? = 3 log2 a + 210g2 b- 5 logzc

—

Sendo a, b, ¢ e d niimeros reais positivos, escreva na base 10 o desenvolvimento
logaritmico das seguintes expressoes:

a) X= \/z;.bz.c d) Vng‘;—d‘

a.vb /a Vb
b p— =
) X c? ey cd

a.vJbe :%.(b+c)
d Y= T200d

Determine a expressao cujo logaritmo decimal é:

flogl(b + c) + log(b — ¢) — 2logb + 1]

W =

a) logx =

b) log A=2log t+Lilog 3-2log 2

) log, A=2log_t+Zlog, og

c) log V= -1+log n+2log r+log h
3 3 3 3

Aumentando um ntimero x de 16 unidades, seu logaritmo na base 3 aumenta de
duas unidades. Calcule x.

Solucao

Do enunciado vem:

logg(x+16) = 2+ log3 X
_ 2
logg(x+16)— log3 3+ log3 X

logq(x+16)= ]ogq(9x) = x+16=9%x = x=2 =S={2}
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64.

65.

66.

67.

68.

Determine dois niimeros positivos cuja soma é 5, tais que a soma de seus
logaritmos na base 6 é igual a 1.

A diferenca dos logaritmos na base 2 de dois nimeros a e b, nesta ordem ¢ 1.
Determine esses numeros sendo o seu produto 8.

1
O pH de uma solu¢ao ¢ definido por pH = log (~H—) , onde H' & a concentracao

de hidrogénio em forma de ions—grama por litro de solugéo. Determine o pH de
uma solucado onde H* = 1,0 . 1078

Sejam x e y nimeros reais positivos, mostre que a igualdade log(x+y) = logx + logy

, . 1 1
é verdadeira se e somente se: — + = = 1.

X Y

Resolva as equacdes:
a) logz(x +1)+ logz(x -5)y=4

X_..

b) log2 ;+log2x: -1

X +
Solucéo

a) logz(x+1)+ logz(x—S) = 4

Devemos inicialmente garantir a existéncia dos logaritmos. Assim:

= x>5

X+1>0 = x> -1
Xx-5>0 = x > 5

Aplicando a propriedade do produto, temos:

log 2(x+1).(x——5): 4 = (x+1)x-5)=16 =

X, = -3 (ndao convém)
= x° - 4x -21
X, = 7
portanto: S = {7}
X —
b) log2 — + logzx = -1




Também podemos garantir a existéncia dos logaritmos verificando as solucées
encontradas:

Temos:
(x-—l) 1 (X~1) 1 X% —x 1
. X = - = X o= — = - = . -
X+ 2 2 X+ 2 2 X+ 2 2
1
X; = ——
) 2
= 2X-3x-2=0
X, = 2
Verificando vem:
1 . . . 1 .
para x = —— = log x = log | -—| que nao existe, entdéo x = — — nao
2 2 QL 2) 2
convem
x -1 1 .
para X = 2 = log =log —e log x = log 2, logo x =2 &
2 x+2 2 2. 2
soluc&o.

portanto S = {2}

Resolva as equacdes:

a) logx = 1 + log3

b) log, (x?=1)= 3

c) log (x+3) = log2x + logh

d) logz(x+2)+ logX(X—Z): 3

e) log4 \/x+1+log4 2 = log4(2x~2)

) - 2
Resolva a equacao logy™'” — logy " = 1
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Solucao
Aplicando a propriedade do quociente, temos:

o 3x+z oy 3x+7 o .
S2 %21 x?-1 3
X, = - —
2
3x+7=2x"-2 = 2x*-3x-9=0
XZ = 3
Verificando vem:
log Bx+7)=lo 3(—§)+7 = lo E
3| % B N U R B
parax:*é- ) 9 .
Iog2(x -1) = log2 (E - l)z log2 1

log (83x+7)= 1092(3.3+7): iog2 16
para X log (x* ~1) = log (3% - 1) = log 8

Como os logaritmos existem, entao — 3 e 3 sao solugdes
2

3

71. Resolva as equacdes

a) log2(2x+3) - logz(x~1): 3

b) log(x® - 3x+2) - log(x - 2) = log (8 — 2x)

c) logg (x+2) + colog3 (bx -7)= logﬂ(x——)

72. Resolva a equacao log22 X - log2 x*-8 =0
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73.

74.

Solucao
Devemos ter x > 0

Aplicando a propriedade da poténcia, vem:

log22x—~210g2x~8 = 0

yl=-—2
Fazendo log , X=y

ye=4
v -2y-8=0
Entao:

log x=-2 = x=-—
2 4

log x=4 = x=16

2
1
s - {ﬂ, 16}
4

Portanto:

Resolva as equagodes

a) 10922x~log ‘-3 =0
2

2

b) log , X - 1510g8 x° +16=0

Q) 2log’(x+1) ~ logx+1)° -4 =0
d) loggg x ~ log x“=0

Resolva o sistema

J 2logx+3logy = 7
l4]ogx ~ logy = 0

Funcao Logaritmica
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75.

Solucao

Multiplicando a 2? equacéo por 3 e somando na 12, temos:

12logx — 3logy = 0

{ 2logx + 3logy =7

1

1 = x =102

14logx =7 = logx:E

Substituindo x na 22 equacéo vem:
4log\/16—logy =0

log(v10)* = logy = y=(10)! = y=100

Portanto: S = {(yy10 ,100)}

Resolva os seguintes sistemas:

2logx — 3logy = - 8
a) 9

Slogx - 2logy

iog x+log y =1
X—Sy—

- 24ey

{]ogx + logy = 1

log,(2x +y) =1

-

x=v10
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Como vocé encontraria log o 3 usando uma calculadora onde s6

existem as teclas |logx | e |lnx | ?

A principio torna-se impossivel efetuarmos esta operacao sem
mudarmos este logaritmo para a base 10 ou para a base e.

Vamos mudéa—lo, por exemplo, para a base 10, da seguinte maneira:
log2 3=x = 2% =3, entao:

log3
log 2

log2* =1log3 = x.log2 =log3 = x=
Ficou facil encontrar agora esta valor.

Propriedade

Sendo a, b e ¢ niimeros reais positivos, com a e ¢ diferentes de 1, tem-se:

log b = log.b
a log .a

log b
Fazendo log b = x| devemos provar que x=-—-2°
log a
C
Temos:
log b=x = a*=b = log a"=log b = xlog a = log b
a C C C Cc
log b
= X = &
log. a
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Exemplos

12 Escrevendo log2 7 na base 3 fica:

log3 7

I 7 =
%2 log3 2

22 Escrevendo log 4 5 na base 10 fica:

log 5 = logh
4 log4

32  Escrevendo log,1 9 na base e fica:

2
o 8.7 M9 W9 mo
177 17 1T hlm2 2
2 2e 2 2
Observacoes

1%)  Podemos apresentar a mudanca de base da seguinte forma:

log b.log.a = log b

logab:

log_a




log b
De fato: log b= b _

a logb a log

1
log2 5

Exemplo: log5 2 =

Exercicios

76. Escreva os seguintes logaritmos na base c.

a) log7 5, ¢=8

b) log 10, ¢=3
J2

c) log1 5 c¢=2

2

77. Transtforme num sé logaritmo:

log 3
a) >
log 6
5
|
b) log25+og26
log 10
2
l-log 2
o 3
2+log 4

d) ]og6 4, c=e

e) log8 %, c=17

2
fy log—, c=5
3
1
log —
d) 2
3log?2 + log4

e) logq 2. log5 3

) log 4.109?5.1og 6
s « 4

78. Sendo x um numero real positivo e diferente de um, mostre que:

1 1 1
+

log x log x log x
8 3 4

log 6

Funcao Logaritmica
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Solucao

Aplicando-se a conseqiiéncia de mudanca de base, temos:
8.3
log, 8 + log, 3~ log, 4 = log, - - log,, 6

79. Satisfeitas as condi¢oes de existéncia, prove que:

S B
log, b log. b log,. b

A%

WO Sendo log,b =1+ 2x e log, b = —Z—-1— , calcule x.
{ X —-x+1

81. Dado log,2 5 =a, calcule em funcao de a log Y40 .

Solucao

1 1 5
3 —log 40 —log (2°5
log2 40 3 og, _ 3 092( ) _
log2 10 log2 2.5 log2 2 + log2 5

logm =

1 3 j 1,
3 (log2 27 + log2 5 3 (3 + a)

1+log25 1+a 3(a+1')ﬂ‘

82. Sdodados: log 3=a e log15 2 = b obtenha log,3 em funcdo de a e b.
15

83. Sendolog2 =aelog3 = b, determine:

a) log9 20 c) ]og( 144
b) log 27 d) log 360
64 24
log k
84. Mostre que a__=1+log m
log k a

ma

85. Mostre que ln(/x—x = e”

54



86. Resolva as equagdes:
a) log2 X + logS X =8
b) log4(x + 2). ]ogX 2=1
Q) Iog2 X = log\/; x% + logX 2

87. Resolva o sistema

log x + 1 =3
2 log 2
a) y

X+ Yy =6

]ogqx+log8y:3
) l16x —y =0

210g2x + ]ogl y=4

c) 2
xyy = 2°

- v ' ungé

Introdugido

Vamos determinar a inversa da funcao y =2%. Para isso, troca-se x e y
-entre si e isola-se y.

Entao:
y=2X:>x=2y:>V:1092X.

Assim, observamos que a inversa da funcao exponencial y = 2° é a
funcdo y = log2 x chamada funcao logaritmica de base 2.

Atribuindo alguns valores para x, encontramos os pontos da funcao
exponencial y = 2% e trocando as coordenadas desses pontos, obtemos os

pontos da funcao logaritmica y = ]og2 X que € a sua inversa, como mostra

a tabela a seguir.
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X y = 2% Ponto Ponto da Inversa
1 1 (1 j
_ = -3, - —, -3
3 8 ( ’ gj 8
1 1 1 ‘
-2 4 23] 2
1 1 l) 1
-1 2 ( 2 (2' j
0 1 0, 1) (1. 0)
1 2 (1, 2) (2. 1)
2 4 (2, 4) (4. 2)
3 8 (3, 8) (8, 3)

Graficamente, temos:

, 1)
Da mesma forma, a funcao vy = log  xe inversa da funcao v :[E
2 . Id
A seguir, temos a tabela para alguns valores atribuidos a x e os
respectivos gréaficos.
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Definigao

Chama-se funcao logaritmicade base a, afuncao f(x) = log x,onde
a

a & um numero real positivo e diferente de 1 (1 # a > 0) definida para todo

X real positivo.

Sao exemplos de funcgdes logaritmicas:

o U= log2 x = funcao logaritmica de base 2.

e y=log . x = funcéo logaritmica de base - .

3

1
3

e vy = logx - funcao logaritmica de base 10.

e y=Inx - funcéo logaritmica de base e.

Consideracoes

O gréfico da funcao logaritmica Y = log X tem os seguintes aspectos:

a > 1: funcao crescente

0 < a < 1: funcao decrescente

Ay
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Note que:

O dominio é IR;: e o conjunto imagem é IR.

e Em ambos os casos, a curva intercepta o eixo x no ponto (1, 0).
e Paraa> 1, afungao ¢ crescente em IR, pois para
*
X, <X, & logaxl <109ax2, VXy, Xg € IRJr .
e Para0 <a<1,afuncdo é decrescente em R+*, pois para
X, <X, & log,x; >log,x,, Vxq, Xy € IR..
Exercicios
88. Faca o gréfico e verifique se a funcao é crescente ou decrescente nos seguintes
casos:
a) f(x) = log x b) f(x) = log  x
3 1
3
89. Faca no mesmo sistema cartesiano, os graficos das funcoes f(x) = log2 (x-1)e

g(x) = 1092(X+1).
Solucao

Deslocando o gréficé dafungdoy = log2 X, temos os gréaficos das funcées f e g,

como mostra a representacao a seguir:

. - - g(x) = log , (x+1)
4 ————— f(x) = log,(x-1)

y =log ,x

i
I
i
i
1
1
-17 o /I /2 }x
!
!
1
!
|
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90. Faga num mesmo sistema cartesiano, os graficos das funcoes {(x) = log 1 (x-2)

e g(x) = log (x+2), dando o dominio e o conjunto—~imagem.

D] =

91. C(lassifique em Verdadeiro (V) ou Falso (F)

a) log2 7> log2 5 d) log7 0,2 > log7 0,01
2 2
b) log 1 > log 2 e} log 5<log 2
53 55 0,1 01
c) log 7= logl 9 f) log\/E 5<0
5 2

92. Determine o dominio das funcdes:
a) V= log3(4x+8)
b) vy =log (x* - 2x — 15)

c) V= logx_l(Sx—S)

d v= log1 Bx +1) +log1 (2x — 4)

2 2

e) y= llog(x - 3)I

Inequacoes onde a incognita aparece no logaritmando ou na base
chamam-se inequacdes logaritmicas.

Sao exemplos de inequacoes logaritmicas

* log_(3x+5)>log_(2x-1) o log,2>1
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Para resolvermos uma inequacao logaritmica, convém lembrarmos que:

12 Seafuncéoy = loga x & crescente, entdo:
a>1 log,x; < log,xs < X7 > X9
2°  Seafuncdoy = loga x & decrescente, entao:
O<ax<1 log, x; >log, x, © X1 <Xy
Exercicios
93. Resolver as inequacoes:

a) 1095(3x+5) > log5(2x+ 1)

b) log1(2x—3) < -1

2

Solucao
a) log5 (3x+5H) > log(_) (2x-1)
Condicao de existéncia:

3x+5>0:>x>ﬂ§)~

1

entao x> — @
2

2x - 1>0 = x>

NR
w

Como a base é maior que 1, temos

3x+5>2x-1= x>-6@

Fazendo (1) ~ (2), vem:

Funcao Logaritmica

61



Condicao de existéncia:

2x-3>0 = x> @
R
logl(Zx—B) < 1091(5) = logl (2x-3) < log1 2
2 2 2 2

Como a base esta entre 0 e 1, entéo:

@

2x -3 2 2 = x>

Fazendo (1) n (2), vem:
@ AP
@
@ FVVV.V.V.V.V
S= {x eR I x> E}
2

94. Determine os valores de x que verificam as desigualdades

noj o

[ M)
Nk

®n

a) log (2x+3) <log (bx- 2)
7 7

b) logl (x-2) > log1 (3x —4)

3 3
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96.

c) log2 Bx+1) <0

d) log3(5x -10) > -1

4
e) | 1) = | 2.1
) ogﬁ(xnL ) ogﬁ(x )

Resolva as inequacdes

a) logx?—2x+ 1)< 2

b) log (2 + x — 2) = -2 'Og}é

Q) logz(x~3) + logz(x~ 2) <1

d) logg(x+4) - logg(x+4) <1
Resolva as inequagdes

a >~
) log(z_gx) 7> lo o 50

( )

b) log Llog1 XJ > 0

1

3 3
Solugao
a) lo E > lo ﬁ

%307 g(2~—3x) 5

3 4 4 4
— < — e log — > log =
7 5 (2-3x) 5 (2-3%) §

entao verifiramos que a base esta entre O e 1, logo:

1 2
0<2-3x<1 > -2 <« -3x <« -1 = —3—<X<§.
Assim: S = xe[Rll<x~2—

3 3

Funcao Logaritmica

63



97.

A\

Lembrete

X{< Xy = log x; > log x,.
a a

paraO<a< 1

( )
b) loglLlog1 xJ > 0

3 3
Condicao de existéncia:

x>0

log; x >0 = log; x>log;1 = x<1 (D)

2 Q 2
Bl Il 2]

entao devemoster 0 < x < 1

Assim:
( )
log Llog XJ >2log 1 =
1 1 1
3 3 3
= X > 1 @
3

log x €1 = log x < log
‘ 1

Lol —

L3

3
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98. Determine x que satisfaz as desigualdades:

a) 3logx + log (2x + 3)° < 3 log2

1 . 1 .
b) Inx log e -1

1

99. Resolva as inequacoes

a) log22 X — logzx > 0

b) log® x - 4log x+ 3 < 0

9D

c) log2, (x-1)+3log | (x-1)>0

2 %

r4 &

d) log® (x -1)<0
1
100. Determine m para que a equagao x* — 2\/2“x+ log,(m — 1) = 0 admita raizes

reais.

Lgri’rmos Decimais »'

Como encontrar log40?

Partindo do principio de que todo nimero real e positivo esta
compreendido entre duas poténcias consecutivas de base 10, temos:

10! < 40 < 10° = 1logl0' < log40 < log10* = 1 <log 40 < 2
Se o log40 esta compreendido entre 1 e 2, ele ¢ da forma:
logd0 =1,...

Numa calculadora (com aproximacao de quatro casas decimais),
encontramos logd40 = 1,6021.
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0,6021
"

1 ' 2

log 40 = 1,6021

Este nmero é formado de uma parte inteira chamada caracteristica e
uma parte decimal chamada mantissa.

f caracteristica: 1

log40 = 16021 =1 + 0,6021 1 i 0.6021
mantissa: 0O,

Generalizando, para x € IR+ e ¢ inteiro, temos:
10°<x <10 = log10° <logx loglO! — c< logx < x+1, ou seja:
logx =c+m,ondeceZe0<m< 1, comme]

¢ é a caracteristica do logx, e m a mantissa que pode ser obtida numa
tabela ou numa calculadora.

Logaritmo de um niimero entre O e 1

Na calculadora encontramos log 0,0258 = —1,5884 (com aproximacao
de quatro casas decimais), isto é:

log0,0258 = -1,5884 = -1 + (-0,5884)

Somando —1 na parte inteira e 1 na parte decimal, para escrever este
logaritmo de uma forma que mostre a mantissa, temos:

log0,0258 = -1 + (-1) + (1 — 0,5884) = -2 + 0,4116.

Entao escrevemos: log0,0258 = é, 4116

onde a barra sobre o nimero 2 indica que apenas a parte inteira &
negativa.

Esta forma de representar o logaritmo de um nimero é chamada forma
mista ou forma preparada, em que aparecem claramente a caracteristica
(onde indica-se —2 por 2) e a mantissa (0,4116).
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Exercicios

101.Dé a caracteristica dos seguintes logaritmos:

a) log732 b) log65,4 c) log0,0021
Solucéo
a) log732

Como 10% < 732 < 10”, temos:

2 <log732 < 3, entdo log732 = 2,... e portanto a sua caracteristica é ¢ = 2.
b) logb5,4

Como 10! < 65,4 < 10?, temos:

1 <logbb,4 < 2, entdo logb5,4 = 1,... e portanto a sua caracteristica é ¢ = 1.
c) log0,0021

Como 107 < 0,0021 < 107™, temos:

-3 <l0g0,0021 <-4, entaolog0,0021 = -3 + m e portanto a sua caracteristica
éc=-3

102. Obtenha a caracteristica dos logaritmos:

a) logl2 d) log0,254
b) logh37,1 e) log0,017

o) 10g6891,36 f 10g0,002346

103.Dé a caracteristica e a mantissa dos logaritmos:

a) logx = 3,2012 d) logx = 0,0032
b) logx = 1,2796 e) logx = 52361
c) logx = —1,3020 f) logx = 26198

104.Sendo logl2 = 1,08, determine:

a) log120 c) log"\;/172
b) 10g0,0012 d) log 100
Ji2

105. Resolva a equacao 2* = 5, com aproximacao até milésimos. Dados log2 = 0.301.
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106.

107.

108.

109.

110.

111.

Solucao
2°=5 = log2"

Il

logh = xlog2 = logf

X-"—log5 = 2 = X:ME_@
log2 log 2 log 2
_ 1 - 0301 _ 0,699 _ 2322
0,301 0,301
S = {2,322}

Resolva as equagdes a seguir, com aproximacao até décimos.

a) 3"=7 c) e'=2 e) 2%-9.2°+20=0
b) 5 =12 d 2"-7=0 f) 3*'-3"=40

Dados log2 = 0,301, loge = 0,434, log3 = 0,477 e log7 = 0,845

Digitando o numero 7 numa calculadora, quantas vezes devemos pressionar a
tecla “log” para que acuse erro no visor?

Solucao
Como 10" < 7 < 10", entao 0 < log7 < 1 = log7 = 0, m (12 vez)
Sendo 1072 < 0,m < 107}, entdo -2 < log 0, m < -1 (22 vez)

Como o log0,m é um numero negativo, ao pressionarmos a tecla log pela 32 vez,
aparecera a mensagem “Erro” no visor, pois nado existe logaritmo de nimero
negativo, logo devemos pressionar a tecla "log” trés vezes.

Digitando o numero 88888888 (oito oitos) numa calculadora, quantas vezes a
tecla "log” precisa ser pressionada para que apareca a mensagem de erro no
visor?

Sendo log2 = 0,301, quantos algarismos possui o nimero 2'°%?

Daqui a t anos o valor de um automével sera V = 2.000 . (0,75)" délares. A partir

de hoje, daqui a quantos anos ele valera a metade do que vale hoje?

Adote log2 = 0,30 e log3 = 0,48.

Dizemos que um capital esta colocado a juros compostos se no final de cada
periodo financeiro o juro adquirido ¢ incorporado ao capital, rendendo juros
novamente.

Determine a expressdo que indica o montante (M) produzido num capital inicial
C num periodo financeiro (n) com uma taxa (i).
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Solucao

Temos: Capital inicial: C

Montante: M
Taxa: i
Periodo: n
Entao:
12 periodo: capital C e juro: C . i
Fim do periodo: C + C . i = C(1+i)
29 periodo: capital C(1+i) e Juro: C(1+i) . i
Fim do periodo
C(1+i) + C(1+i).i = C(1+i) . (1+i) = C(1+i)*
32 periodo:  Capital C(1+i) e Juro C(1+i)%.i

Fim do periodo

C(1+i)? + C(1+i)%i = C(1+i)° . (1+1) = C(1+i)

Para o periodo n, vem:

M = C(1+i)"

ao més. Pergunta—-se:

Qual o montante daqui a 10 meses?

Em quanto tempo dobrara o montante?

: log1,03 = 0,0128

log1343 = 3,128

log2 = 0,3010

. Um capital inicial de R$ 1 000,00 é colocado a juros compostos a taxa de 3%

Funcao Logaritmica
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Respostas dos Exercicios

a) 16 e) 81 i) 0
b) 16 f) -81 j) 1
c) 1 g) -32 k) -1
d) 3 h) -32 ) 1
2.
—8* d 1 ) 0.0625
b L 2.89 h) 0,216
) 16 e) , :
243 25 L
c) 32 16 } 81
3.
1 1 4
a) d 3 g) 9
1 L2
b) g e) 9 ) 9
1 27 . 16
o 7 & i 9
4.
7o, 2 1
a) 16 ) 3 a)
233 5
b) 36 e) !
c) 44 f) 103
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10.

11.

12.
14.

15.

a 9
b) 12
Zz

c) 5
a 9
by 2
223
a_2-

b
m?-2
a V
b)
a) 6
by 3
c) -2

22

SN
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16.

17.

18.

19.

20.

22 f)

535 )

¢/540

V= {(£16V2)

V= (-3Y3]

Wi

1245

180

1316

%7

Ol

N W

Kk 6
242
m) 4
n 4
0 V=102
a9 V=122
5.8/4% 7(J5 -/2)
1 o3
6+1
32 +1) f)—(‘/;+ )
SR 9
f) 3“‘"§:L hy 27

Respostas dos Exercicios
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21.

22.

23.

24.

a)

b)

d)

h)

{0}
{3}
{=1)
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206.

27.

28.

30.

31.

32.

{2} c {4
{3}
1

(2. 3) e) {O’Z}

3
(1, 2) f) {‘2‘}
{0} g (£2)
{2}
{0, 1) o {2)

crescente d)  decrescente g)  crescente
crescente e)  decrescente h)  crescente
crescente f) decrescente i) decrescente

1
f(x) & crescente <> k> 5 kelR

Respostas dos Exercicios

75



kelR

U
2 )

f(x) & decrescente < 3<k<

34.

»X

o)
> b
lllllll [
!
A i
> o™ - S
3
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e) f)
o T
— > S
x ] 4
g) h)
YA yA
REL
€ r- :
: 1 0|71 %
A . 1
/ ! 22 _ _ -
0 1s >x
35.
37.
a) R$ 6 561,00
b) 2 anos
o R$2710,00
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38.

39.

41.
43.

45.

46.

14

1

[1 ~2 10 ] da quantidade inicial

6,2 bilhdes aproximadamente

a)

{xelRl x> 5} f)
{xelRlI x<-4 ou x>4} a)
3
Rl x<=
{xe x<4} h)

{erRl—l<x<§} i)
2 2

{xelRlI-2<x<-1}

{xelRI - 1<x<1}
{xelRI x<0 ou x>2}
IR

{xelRlI x<2}

{x €lRI x< 0}

{x elRl x> 3} d)
IR - {2 e)
{xelRl x>-1] f)

IR

{xelRl x<z}
5

{xelRI x>0}

{xelRI 3<x<4)

{xelRl x>4}
IR

{xelRIl x>0}
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47.

49.

52.

| 0 2
a)  log,16=4 e) ©85 76~ ¢
4
b log,9=2 | H logy, 0.001=3
logy == - 2 1 V2=
c) 0gy 19° " a) ogﬁZ 2=3
d) logi 7= h) logys31=0
1 . 2
2) 3 )3
b *1* 1 4
) 4 e) -1 e
o 4 ) 16
a) {xelRl x>-2}
7 .
b) {x elRl —=#x>3}
2
c) {xelRl —1<x<2 e x=#1}
d) {xelRl x<-2 ou x>2}
e) {xelRl —=3<x<-2 ou x>1}
f) {x elRI %¢x>3}

Respostas dos Exercicios
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53.

55.

56.
57.

58.

59.
61.

x<-1 ou x>1, xelR e

(2) oy {

0,0231
a) logg 8+logs 3
b) log, 5+log, 7+log, 9

c) log2 -log3
d -2 +logl133
e) logz4+logym +logy 9
a) 0,77 e)
b) 0,70 f)
o 1,17 g)
d 1,84 h)
5a - 4b

1 v
a) 5 loga + 2logb + logc

1

b) loga + -élogb - 3logc

1#a>0, aelR

1
) c {2
f) 2log; 5
1
q) 3 logy 2
5
h) 5

3
i) 7 + log, 3

1,40
0,075
2,14
-0,056

loga + %logb + —é—logc - logd
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62.

64.
65.
66.
69.

71.

73.

d) 310ga+llogb—llogc—logd
2 3
e) —12—loga +—}ilogb—é-logc—%logd
1
f) gloga+log(b+c)—2—~iog2—l0gd
10 (b? - c?) nr?h
a) = 3 oz c) v = 3
3
A =
b) a
2e3
a=4 e b=2
8
a) {30} d (23}
b) {-3, +3} e) {3

{—-6—} b (3] o 2

Respostas dos Exercicios
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b) {4, 256}
75.
1
a) {(E‘ 100}}
b) L {(2, 1)}
76.
logg 5
3) logg 7
log; 10
b) ]Og3 \/—2—
lo —1—
c) P 5
77.
a) logg 3
b)  log 30
3
c) logs D)
80. {0, 3}
g2. b
a
83.
a+1
TS

log, 4

log, 6

log; 5
9log, 2

~logs, 2

logs 2

log_g 6

4a+2b

a+b
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86.

87.

88.

90.

b 2a+2b+1
b = d -
) 2Za ) 3a+b
172
2
a)  (64) b (2) g 12
a)  {(2,4), @, 2) b) {4, 64)} c {16, 16))
a) b)
YA YA
f(x) = log x
2
L >
» X
1
f(x) = log x
crescente decrescente 173
I YA !
| 1 i
i | |
I |
| i
| \ i
] N
-2) -1\ 1'\\2] 3 x>
! \
: -1 ; log (x-2)
I | 12
! T~ o _ logx
] -~ =1

log (x+2)
1/2

Respostas dos Exercicios
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91.

92.

9.

95.

97.

\Y d)
e) V
\% f)
{x elRl x>- 2} d) {x €lRl x>2)
{xelRl x<-3 ou x>5} e) {x €elRI x> 3}

{xelRl 2 e x¢1}
3

{XEIR!X>%} d) {erRl 2<x< %}

{x elRI x> 2} e) {xelRl1<x<2}

{x elR| ——1— <X_<.O}
3

{xelRl —9<x<11 ou x=1}
{xelRl =3<x<-2 ou 1<x<2)
{x €lRl 3<x<4}

{xelRl -4 <x<5)

{x elRl x> - 2} c) {xelRl x<-3 ou x>3|}

{xelRI §-<x<2}
2
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98.

99.

100.

102.

103.

104.

106.

108.
109.
110.
111.

1
IRI O =
a) {xe <x<2}

b) {xelRl l<x<e}

a) {xelRI 0<x<1 ou x>2}

b) {xelRIl3<x<27)

c) {xelRl x>9 ou 1<x<?2}

d {2}

fmelRl 1<m<5}

a 1 c 3 e) -2
b) 2 d -1 fy -3

a) c=4, m=0,2012
b) c¢=2, m=0,2796
c) c=-2, m=0,6980

a) 2,08 b)
a)  {1,77} c)
b)  {1,54} d)
4 vezes

302

2,5 anos

a) R$1343,92

d c¢c=1, m=0,0032
e) c¢=-5 m=0,2361
f) c=-2, m=0,6198

~2.92 g 0,36 d 37
(0,69} e) {2,232
10,94} fy 2,73}

b) 23,5 meses

Respostas dos Exercicios
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Anotacoes




Anotacoes
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Anotacoes
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